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Â ìàòåìàòèêå òåìà Íåðàâåíñòâà çàíèìàåò îäíî èç âàæ-
íûõ ìåñò. Â øêîëå äåòè íà÷èíàþò èçó÷àòü ýòó òåìó óæå â
íà÷àëüíûõ êëàññàõ, ãäå îíè çíàêîìÿòñÿ ñî ñâîéñòâàìè íåðà-
âåíñòâ è ìåòîäàìè èõ ðåøåíèÿ â ïðîñòåéøèõ ñëó÷àÿõ. Ðåøå-
íèå çàäà÷ ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâ èñïîëüçóåòñÿ â êàæäîé îáëà-
ñòè ìàòåìàòèêè: â àëãåáðå, â ãåîìåòðèè, â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé,
â ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå è äðóãèõ äèñöèïëèíàõ. Íà ïðàêòèêå
ó÷àùèåñÿ ñòàëêèâàþòñÿ ñ òåì, ÷òî íåêîòîðûå çàäà÷è íåâîçìîæ-
íî ðåøèòü ñòàíäàðòíûì ñïîñîáîì, òî åñòü ìîãóò ïðèìåíÿòüñÿ
çàìå÷àòåëüíûå íåðàâåíñòâà, òàêèå êàê íåðàâåíñòâà Êîøè, Áåð-
íóëëè, ÊîøèÁóíÿêîâñêîãî.
Â øêîëüíîì êóðñå ìàòåìàòèêè ðàññìàòðèâàþòñÿ ðàçëè÷-
íûå íåðàâåíñòâà. Ìíîãèå èç íèõ îñíîâàíû íà î÷åíü ïðîñòîì
íåðàâåíñòâå î ñðåäíèõ, ïîÿâèâøåìñÿ åùå â äðåâíèå âðåìåíà:
1
2(a+ b) >
p
ab , ãäå a; b > 0:
Èçâåñòíî, ÷òî âåëèêèé ôðàíöóçñêèé ìàòåìàòèê Îãþñòåí
Ëóè Êîøè (17891857) â íà÷àëå XIX âåêà çàíèìàëñÿ îáîáùå-
íèåì ýòîãî íåðàâåíñòâà. Ñàìûì èíòåðåñíûì îêàçàëîñü îáîáùå-
íèå, êîòîðîå ïîêàçàíî â âèäå ñëåäóþùåé òåîðåìû.
Òåîðåìà (Íåðàâåíñòâî Êîøè). Ñðåäíåå ãåîìåòðè÷åñêîå
ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë íå áîëüøå ñðåäíåãî àðèôìåòè÷åñêî-
ãî ýòèõ æå ÷èñåë: 1n(a1 + a2 + ::: + an) >
p
a1a2:::an , ãäå
a1; a2; :::; an > 0:
Ðàâåíñòâî â íåðàâåíñòâå Êîøè äîñòèãàåòñÿ, êîãäà âñå ó÷àñò-
âóþùèå â í¼ì ÷èñëà îäèíàêîâû.
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Ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà Êîøè ìîæíî íàõîäèòü íàèáîëüøåå
è íàèìåíüøåå íåêîòîðûõ âûðàæåíèé. Íàïðèìåð, åñëè ñóììà
ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë a1; a2; :::; an ðàâíà a , òî ïðîèçâåäåíèå
ýòèõ ÷èñåë ïðèíèìàåò íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ïðè a1 = a2 =
= ::: = an =
a
n è ýòî íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ðàâíî (
a
n)
n . Åñëè
ïðîèçâåäåíèå ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë a1; a2; :::; an ðàâíî b; òî
èõ ñóììà ïðèíèìàåò íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ïðè a1 = a2 = ::: =
= an =
n
p
b; è ýòî çíà÷åíèå ðàâíî n  npb .
Ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî, êîòîðîå ïðåäñòàâëÿåò îñîáûé èí-
òåðåñ è ÷àñòî ïðèìåíÿåòñÿ ïðè ðåøåíèè çàäà÷  ýòî íåðàâåí-
ñòâî Áåðíóëëè:
(1 + x)n > 1 + nx; x >  1; n > 0:
Ðàâåíñòâî â íåì äîñòèãàåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà n=1
èëè x=0.
Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Áåðíóëëè, ðåøèì óðàâíåíèå:
7
p
1
p
1  x2 + 7
p
1 p1  x2 = 2 . Èìååì
(1+
p
1 x2) 17+(1 
p
1 x2) 17 6 1+1
7
p
1 x2+1  1
7
p
1 x2 = 2:
Ðàâåíñòâî âîçìîæíî ëèøü ïðè
p
1  x2 = 0 , ò. å. x = 1 .
Ïðîâåðêîé óáåæäàåìñÿ, ÷òî x = 1  êîðíè óðàâíåíèÿ.
Îäíèì èç êðàñèâåéøèõ íåðàâåíñòâ ÿâëÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
ÊîøèÁóíÿêîâñêîãî: äëÿ ëþáûõ ÷èñåë a1; :::; an; b1; :::; bn
(a1b1 + a2b2 + :::+ anbn)
2 6 (a21 + ::+ a2n)(b21 + ::+ b2n):
Äîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî äîïóñòèìîãî çíà÷åíèÿ x âûïîë-
íèòñÿ íåðàâåíñòâî
p
2x+ 7+2
p
3 + 5x+3
p
4  7x 6 14: Ïðèìå-
íèì íåðàâåíñòâî ÊîøèÁóíÿêîâñêîãî, êîòîðîå äàåò äëÿ ëþáîãî
äîïóñòèìîãî çíà÷åíèÿ x ñîîòíîøåíèå:
p
2x+ 7 + 2
p
3 + 5x+ 3
p
4  7x 6
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6
q
(
p
2x+ 7)2 + (
p
3 + 5x)2 + (
p
4  7x)2 
p
12 + 22 + 32 = 14:
Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî ìàòåðèàë î çàìå÷àòåëüíûõ
íåðàâåíñòâàõ ïîëåçåí ïðè ðåøåíèè çàäàíèé åäèíîãî ãîñóäàð-
ñòâåííîãî ýêçàìåíà è çàäà÷ ïîâûøåííîãî óðîâíÿ ñëîæíîñòè.
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Ïóñòü 
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